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УДК 517.9 
А.Л. Гречко 
МОНОТОННІ МАТРИЧНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ЛЯПУНОВА ТА РІКАТТІ 
The purpose of the paper is to generalize the Polacik—Terescak theorem for a monotone differential matrix 
equation of Lyapunov and Ricatti. Our goal is to study the existence of the one-dimensional invariant mani-
fold (corresponding to Lyapunov and Ricatti monotone differential matrix equation). Using the method in-
troduced by Hilbert—Birkgoff in the projective contraction fixed point theorem, we determine conditions un-
der which Lyapunov differential matrix equation has a one-dimensional invariant manifold in the cone of 
positive definite of quadratic form. The main assumption of this work is a strong monotonicity of a linear 
skew-product flow on trivial vector bundle. Specifically, we prove Lyapunov and Ricatti monotonicity of a 
differential matrix equation. Also, we establish the existence of the one-dimensional invariant manifold of 
Lyapunov equation. The proposed method of projective analogue fixed point principle applied to the differen-
tial Lyapunov matrix equation with a special low right-hand side allows to prove the existence of one-
dimensional invariant manifold in the cone of positive quadratic forms.  
Вступ 
У багатьох прикладних задачах і питаннях 
дослідження стійкості розв’язків диференці-
альних рівнянь, теорії оптимального керування 
фундаментальну роль відіграє матричне або 
диференціальне матричне рівняння Ляпунова 
або Рікатті [1]. Питання дослідження стійкості 
матриць часто проводиться за допомогою квад-
ратичної функції Ляпунова ,Sx x〈 〉,  матриця 
коефіцієнтів якої S  визначається як розв’язок 
матричного рівняння Ляпунова 
 * .S A A S I+ = −   
Монотонні диференціальні рівняння актив-
но вивчаються від початку 30-х рр. ХХ ст.: пра-
ці Е. Камке, М. Красносельського, М. Хірша, 
П. Полачіка та ін. є найбільш важливими в пи-
таннях якісної поведінки монотонних диферен-
ціальних рівнянь. Пізніше було встановлено 
важливий зв’язок монотонних динамічних сис-
тем з математичними моделями популяційної 
динаміки біологічних об’єктів, математичними 
моделями в медицині, економіці та інших за-
стосувань, де динамічна система, яка описує 
відповідну математичну модель, зберігає струк-
туру порядку відносно деякого конуса [2]. Од-
ним з головним методів якісного дослідження 
нелінійних динамічних систем є метод лінеари-
зації в околі особливої точки або інваріантного 
багатовиду, що робить актуальним вивчення 
лінійного розширення динамічної системи 
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= ϕ
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 (1) 
де , , ( )nB x Rϕ∈ ∈ ω ϕ  є 
kC  та її k-та похідна r- 
Гельдерова; ( ) ( ),W C Bϕ ∈  B  — компактний ме-
тричний простір. Також позначимо гладкий 
потік, який задається першим рівнянням в (1) 
через ,tϕ  а оператор еволюції tπ -потік, який 
задається лінійним розширенням (1) на триві-
альному векторному розшаруванні ,nX B R=  
.t R∈  У працях А.М. Самойленка введено і 
фундаментально досліджено багато питань якіс-
ної поведінки лінійних розширень динамічних 
систем [3, 4] на торі. Актуальність взаємодії те-
орії монотонних диференціальних рівнянь з те-
орією лінійних розширень динамічних систем 
можна простежити в численних публікаціях 
(див. список літератури в [5]). Наприклад, од-
ним з центральних результатів є теорема Пола-
чіка—Верещака, яка стверджує, що за умови 
строгої монотонності лінійного розширення tπ  
• існує інваріантна декомпозиція ( )X b =  
1 2( ) ( )X b X b= ⊕  для ,b B∀ ∈  причому 1dim 1;X =  
• 1( ) span{ ( )}, || ( )|| 1,X b u b u b= =  де ( )u b  — 
інваріантний багатовид (переріз) лінійного 
розширення :tπ  , ;t tu u t R−π ϕ = ∈D D  
• лінійне розширення tπ  є експоненці-
ально розділеним, тобто , 0,d∃ α >  що ви-
конується 
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Проте звернемо увагу на те, що відсутні 
ґрунтовні дослідження монотонних диферен-
ціальних рівнянь типу Ляпунова або Рікатті. У 
зв’язку з цим виникає перспективний напрям 
досліджень, пов’язаний зі встановленням ана-
логів теорем Полачіка—Терещака для моно-
тонних диференціальних матричних рівнянь 
Ляпунова. 
Постановка задачі 
Метою роботи є доведення основного 
результату відносно монотонних диференці-
альних матричних рівнянь типу Ляпунова, 
який є узагальненнням теореми Полачіка—
Терещака про існування одновимірного інварі-
антного багатовиду. Також встановлюється мо-
нотонність диференціального матричного рів-
няння Рікатті. 
Основні результати 
Непуста підмножина в nR  називається 
конусом, якщо ця множина опукла та 
• , 0;x K x K∈ ⇒ α ∈ α >  
• {0}.K K∩ − =  
Таким чином, конус K  задає структуру 
порядку в nR  так: ,
K
y x x y K≤ ⇔ − ∈  анало-
гічно int .
K
y x x y K<< ⇔ − ∈  Лінійне розширен-
ня (1) називається строго монотонним, якщо 
для довільних 1 2,
nx x R∈  з нерівності 1x ≤  
2 1 2, ,x x x≤ ≠  випливає нерівність 1( )t xπ <<  
2( ), 0.
t x t<< π ∀ >  Нехай 0b  — особлива точка 
потоку tϕ  та позначимо n -вимірну матрицю 
0( ),bA D b= ω  де D  — оператор лінеаризації 
(матриця Якобі). 
Розглянемо диференціальне матричне рів-
няння типу Ляпунова 
 * , ,
dS
SA AS E S E
dt
= + + δ〈 〉  (3) 
де E  — одинична матриця; 
*, ( ),A B tr AB〈 〉 =  
0.δ >  Головним результатом роботи є таке 
твердження. 
Теорема 1. Нехай лінійне розширення (1) є 
строго монотонним при 0,t ≥  тоді мають місце 
наступні твердження: 
1. Довільний розв’язок рівняння (3), який 
починається всередині конуса K  при 0,t t=  
залишається всередині конуса при 0,t t≥  де K  — 
конус додатньо визначених квадратичних форм. 
2. У конусі K  диференціальне матричне 
рівняння типу Ляпунова (3) має одновимірний 
інваріантний багатовид ( , ).bγ = γ δ  
До в е д е ння. Перша частина теореми 1 є 
наслідком теореми 4.6 з [1] та теореми 2.2 з [2]. 
Для доведення існування інваріантного бага-
товиду скористаємося теоремою про нерухому 
точку, яка ґрунтується на конструкції гіль-
бертівської псевдометрики [6]. Завдяки нас-
лідку 1 [6] маємо можливість без обмежень 
загальності обмежитись випадком 2.n =  
У конусі K  введемо операцію порівняння 
елементів ,f g K∈  вигляду , , 0.f g fλ < < μ λ μ >  
Розглянемо гільбертівську псевдометрику 
 
inf
( , ) ln .
sup
x y
μθ = λ  (4) 
Рівняння Ляпунова визначає лінійний 
оператор зсуву вздовж розв’язків (3), який по-
значимо 
 .
u v
P
w z
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
  
За першим пунктом теореми цей оператор 
рівномірно додатний та компактний, інакше 
кажучи, P  — додатньо визначена матриця. 
Таким чином, у конусі K  можна застосувати 
проективне перетворення 
 .
ux v
x
wx z
+′ = +   
Для довільних елементів ,f g K∈  вигляду 
1 2(1, ), (1, ).f k g k= =  Знайдемо відстань ( , ).x yθ  
По-перше, якщо ,f gλ ≤  тоді 1 2 1(1 , )k k− λ − λ ≥  
0,≥  що рівносильно 
 2 1 .
1
k k− λβ ≤ ≤ α− λ   
Ця нерівність визначає максимальне значення 
2
max
1
.
k
k
−βλ = − β  По-друге, при ,g f≤ μ  отримаємо 
1 2( , ) (1, ),k kμ μ ≥  що еквівалентно 
 1 2 .
1
k kμ −β ≤ ≤ αμ −   
Аналогічно, ця нерівність визначає міні-
мальне значення 2min
1
.
k
k
− αμ = − α  Таким чином, 
остаточно отримаємо 
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 2 1
1 2
( )( )
( , ) ln .
( )( )
k k
f g
k k
− α − βθ = − α − β  (5) 
Знайдемо тепер проективну відстань між 
образами точок конуса — ( ( ), ( )),P f P gθ  де 
1 2
2
( ) 1, , ( ) 1, ,
w k z w k z
P f P g
u k v u k vv
⎛ ⎞+ +⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠
 ( )P fλ ≤  
( ) ( ).P g P g≤ ≤ μ  Аналогічно виведенню форму-
ли (5) отримаємо 
2 2 1 1
1 1 2 2
( ( ), ( ))
( ( ))( ( ))
ln .
( ( ))( ( ))
P f P g
w k z u k v w k z u k v
w k z u k v w k z u k v
θ =
+ − β + + − α += + − β + + − α +
 
(6)
 
Для застосування теореми про нерухому 
точку у варіанті Біркгофа [6] потрібно знайти 
максимальний коефіцієнт стиску проективного 
перетворення P  
 
( ( ), ( ))
max( ( )) max .
( , )
P f P g
P
f g
θΔ = τ = θ   
Розглянемо заміну змінної 1 ,x P −= Π Π x  
( , ),x x y=  де 
 
1
.
β −⎛ ⎞⎜ ⎟β − α β − α⎜ ⎟Π = ⎜ ⎟α α⎜ ⎟−⎜ ⎟α − β α − β⎝ ⎠
  
Перетворення, яке переводить конус K  в 
конус 1K  — перетворення невід’ємних функ-
цій. Неважко обчислити, що після заміни 
змінної ax bx
cx d
′ += ′ +  проективні відстані набу-
вають вигляду 
 
( )( )
( ( ), ( )) ln ,
( )( )
( , ) ln .
a b c d
P f P g
c d a b
f g
+ β + αθ = + β + α
βθ = α
 (7) 
Проективний діаметр перетворення P  
отримається із (6) завдяки заміні 1 ,k → β  
2 ,k → α  тобто у випадку конуса 1K  має вигляд 
 ln .
bc
ad
Δ =  (8) 
Використовуючи формули (7), (8), маємо 
можливість оцінити ( ):Pτ  
 
( ( ), ( )) ( )
max( ( )) max max ,
( , ) ( )
P f P g F
P
f g G
′θ ξτ = = ′θ ξ   
де ( , ), ( ) ln , ( ) ln .a bxd F x G x x
c dx
+ξ = β = =+  
Отримаємо 
 max( ( )) min ,
ac bc bd da
P
bc ad
+ + ξ +ξτ = −   
причому мінімум досягається при 2 ,ac
bd
ξ =  тобто 
 max( ( )) max
2
bc ad
P
abcd bc ad
−τ = + +   
або 
 
/2 /2
/2 /2
( ) th 1.
42
e e
P
e e
Δ −Δ
Δ −Δ
− Δτ = = <+ +   
За процедурою ітерування перетворення 
P  отримаємо послідовність Коші ( ),iP f  
f K∀ ∈  в проективній метриці .θ  Застосовуючи 
теорему про нерухому точку у варіанті Біркгофа, 
отримаємо єдину нерухому точку оператора 
зсуву вздовж траєкторій рівняння (3). 
Теорему доведено. 
Зауваження. Одновимірність інваріантного 
багатовиду в теоремі 1 встановлюється анало-
гічно [5]. 
При дослідженні багатьох питань теорії 
оптимального керування та теорії стійкості 
розв’язків важливим є так зване диферен-
ціальне матричне рівняння Рікатті. Твердження 
про монотонність рівняння Рікатті можна 
провести для загального неавтономного та 
неоднорідного випадку 
*
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
(0) .
X t A t X t X t A t X t B t X t C t
X X
= + − +
=

 (9) 
Теорема 2. Нехай матриці 0, , ,A B C X  — 
обмежені та неперервні на [0, ),+∞  а 0, ,B C X  — 
невід’ємні і симетричні. Тоді розв’язок (9) іс-
нує, невід’ємний та є симетричним 0.t∀ >  
Більш того, якщо ( ), ( ) 0,X s C s >  при деякому 
0,s >  тоді ( ), ( ) 0 .X t C t t s> ∀ >  
До в е д е ння. Права частина рівняння (9) — 
симетрична матриця, тому і розв’язок є симет-
ричною матрицею. Позначимо — матрицант 
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задачі Коші ( ) , (0) .X A t X X I= =  Неважко пе-
реконатися, що розв’язок (9) при 0B =  має 
вигляд 
 
*
*
0
( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) .
t
X t t s X s t s
t C t d
= Φ Φ +
+ Φ τ τ Φ τ τ∫  (10) 
Твердження теореми відносно рівняння  
(9) при 0B =  випливає з представлення (10) та 
невиродженості ( , ).tΦ τ  Неважко переконатися 
в рівності між симетричними матрицями 
 *( ) .X B X X X B=  (11) 
Тому, враховуючи (11), рівняння Рікатті (9) 
можна переписати у вигляді 
 
( )
( )*
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2
X t A t X t B t X t
X t A t X t B t C t
= − +
+ − +

  
тобто ( )X t  — розв’язок рівняння Ляпунова і, 
таким чином, він є невід’ємним за умов його 
існування. Для доведення його існування, яв-
ний вигляд якого такий: 
 
*
0
( ) (0) ( ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )) ,
t
X t X A s X s X s A s
X s B s X s C s ds
= + + −
− +
∫   
введемо норму *
|| || 1
|| ( ) || max .
x
X t v Xv==  Застосовую-
чи нерівність Гронуола—Белмана, отримаємо 
 
0
|| ( ) || || (0)||
(2 || ( ) || || ( ) || || ( ) ||) ,
t
X t X
A s X s C s ds
≤ +
+ +∫   
тобто маємо 
 
0
|| ( ) || || (0) || exp(2 || ( ) ||)
|| ( ) || exp 2 || ( ) || ,
t t
s
X t X A t
C s A l dl ds
≤ +
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫
  
звідки випливає обмеженість || ( ) ||X t  та існу-
вання 0.t∀ >  
Теорема 2 доведена. 
Висновки 
Запропонований метод проективного ана-
логу принципу нерухомої точки в застосуванні 
до диференціального матричного рівняння Ля-
пунова зі спеціальною малою правою частиною 
дає можливість довести існування одновимір-
ного інваріантного багатовиду в конусі додат-
них квадратичних форм. Обмеження лінійного 
розширення на цей багатовид дає змогу змен-
шити порядок системи та значно спростити за-
дачу якісного дослідження монотонних ліній-
них розширень. 
Оскільки при 0δ →  інваріантність багато-
виду зберігається, планується в подальшому 
встановлення підсилення теореми 1 на випадок 
0.δ →  
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